
����� ������� ��� �� ���� �� ��������� 

���� � ������� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� 

��� ��� ��� ���� ������� �� g(t) = 4 (sin(t)− 1 sin(3t)+ 1 sin(5t)−· · · )� �� ������������� 
π 32 52 

��� ��� ��� ���� ���� A sin(ωt) �� � �������� �� ẍ+ ω2 x = A sin(ωt)� �� ��� ���� � �������� 
ω2 n
n−ω2 

�� ẍ+ ω2 x = g(t) �� ����� �� xp = 4 ( sin(t) 1 sin(3t) + )� �� ���� �� ωn �� ��� �� ��� 
ω2 32 

n−32n π n−12 − 
ω2 · · · 

�������� 

��� ��� �� ωn �� �� ��� ������� ����� �� �� �������� ��������� 
4 sin(t)��� ��� ωr = 1� ��� ω ���� ���� ���� 1� ��� ���� 
π ω2 ���������� ��� xp �� ���������� 

n−1 

����� �� ����� ���� �� ��������� ���� sin(t) ��� ��� ����� ���������� ���� ωn �� ���� 
������� ���� 1� ��� ���� ���� ������ ��� ��������� ��� ��� �� � �������� �������� �� 
sin(t)� �� ��� ������ �������� �� �� ����� ���� ��� ������ 

��� ��� ���� �� � ������ ��������� ���� ωn �� ��� �� ��� �������� ��� �������� xp ����� �� 
�������� �� ������ 2π� ��� ������� �������� �� ��� ����������� �������� �� a cos(ωnt) + 
b sin(ωnt)� ����� �� �������� �� ������ 

ω
2π 
n 
� ��� ��� �� �������� �� ���� �������� �� 2π �� 

����� �� ���� �������� �� 
ω
2π 
n 
� ��� ���� ������� ���� ωn �� � �������� ������ ���� ��� 

�� ��� ��������� 

��� ��� ���� ����� ��� �������� �� ������ 2π �� ωn �� �� ���� ��������� 

��� ��� ��� f(t) = −u(t)t� f �(t) = −u(t)� 

��� ��� f(t) = u(t)(1 − t)� f �(t) = −u(t) + δ(t)� 

��� ��� f(t) = (u(t) − u(t − 1))(2t − 1)� f �(t) = 2(u(t) − u(t − 1)) − δ(t) − δ(t − 1)� 

��� ��� f(t) = (u(t)−u(t−1))t+(u(t−1)−u(t−2))(t−1)+(u(t−1)−u(t−2))(t−2)+ = · · · 
u(t)t − u(t − 1) − u(t − 2) − · · · � 

��� ��� ��� ��� ����� �� ��� �������������� ���������� ��� −1 ± i� �� ��� ������� �������� 
�� ��� ����������� �������� �� e−t(a cos t + b sin t)� ��� ���� ������� �������� ��� ���� 
������ ����� �������� ��� w(0) = 0 ��� ẇ(0+) = 

2
1 � ��� ���� ������ a = 0 ��� ��� 

������ ����� b = 1
2 � w(t) = 1

2 u(t)e
−t sin t� 

��� ��� ��� t > 0� ��� ���� ���� �������� �� � �������� �� p(D)x = 1� �� ��� ����� xp = 1
4 �� 

���� � ��������� ��� ��� ������� �������� �� ���� x = 
4
1 + e−t(a cos t + b sin t)� �� ������� 

���� ������� ����������� 0 = x(0) = 1
4 +a �� a = −

4
1 � ẋ = e−t((−a+b) cos t+(−a−b) sin t)� 

�� 0 = ẋ(0) = −a + b ��� b = −1 �� ����� v = 1 u(t)(1 − e−t(cos t + sin t))�
4 4 

��� ��� v̇ = −1
4 e

−t((−1 + 1) cos t + (−1 − 1) sin t) = 1
2 e

−t sin t� 

��� ��� ��� ���� �������� ��� � ���� �� ������ �� ��� �������� ���� �� �� ���� ������ 
(aD + bI)(2u) = 2aδ(t) + 2bu(t)� �� b = 0 ��� a = 

2
1 � p(D) = 1

2 D� 

���� ��� ���� �������� ��� �� ���� ��� ��� ���������� ����� �� ��� �������� ���� �� �� 
������ ������ ��� t > 0� w(t) = t �� ��� �������� �� a2ẍ + a1ẋ + a0x = 0 ���� x(0) = 0 
��� ẋ(0) = 1 � ���� ��� a1 + a0t = 0 ������� a1 = a0 = 0� ��� 1 = d t t=0 = 1 ������� 

a2 dt | a2 

���� a2 = 1� �� p(D) = D2� �� ��� ��� ����� ���� w(t) = u(t)t� ẇ(t) = u(t) ��� 
ẅ(t) = δ(t)� �� a2δ(t) = δ(t) ��� a2 = 1� 



����� ��� ���� �������� w(t) ��� �� ���� �� ����� �� ����������� ��� ��� ������ ���������� 
���� ����� ẅ(t) = 2u(t)� �� w(3)(t) = 2δ(t)� ���� ����� ���� �� ��� ������� ��� � ����� 
����� ��������� a3D3 + a2D2 + a1D + a0I� t2 �� � �������� �� ��� ����������� ��������� 
�� a2 2 + a1 2t + a0t2 = 0� ����� ������� ���� a0 = a1 = a2 = 0� ẅ(0) = 2 �������· 

1 
· 

1 D3� u(t)t2����� a3 = 
2 ��� p(D) = 

2 �� ��� ��� ����� ���� w(t) = ẇ(t) = u(t)2t� 
ẅ(t) = 2u(t)� w(3)(t) = 2δ(t)� �� a3w(3)(t) = δ(t) ������� ���� a3 = 

2
1 � 

��� ��� ��� x(t) = w(t)∗q(t) = 
´ t 

w(t−τ)q(τ) dτ = 
´ t 

e−k(t−τ) cos(ωτ) dτ = e−kt 
´ t 

Re(e(k+iω)τ ) dτ = 
0 0 0 

e−ktRe e
(k+iω)t−1 = 1 Re((k − iω)((cos(ωt) − e−kt) + i sin(ωt)) = 1 (k cos(ωt) + 
k+iω k2+ω2 k2+ω2 

ω sin(ωt) − ke−kt)� ���� ẋ = 1 (−kω sin(ωt) + ω2 cos(ωt) + k2e−kt)� ��� ������ 
k2+ω2 

ẋ+ kx = cos(ωt)� ����� x(0) = 0� ��� ����������� ����� ��� ��������� ���� ������ 

��� ��� x(t) = w(t) ∗ q(t) = 
´ t 

w(t − τ)q(τ) dτ = 1 
´ t 

sin(ωn(t − τ)) dτ = 
ω
1 
2 cos(ωn(t −0 ωn 0 n 

τ))|t = 1 (1 − cos(ωnt))� ���� ẋ = 1 sin(ωnt) ��� ẍ = cos(ωnt)� �� �� �� ���� ���� 0 ω2 ωnn 

ẍ + ωn
2 x = 1� ���� x(0) = 0 ��� ẋ(0) = 0� �� ���� ������� ����������� ���� ����� ��� 

����������� �������� ��� ������ ���� ��� ����� ����������� �������� �� ������� ���� ������� 
����������� 

t t 1 2 1 1��� ��� t´ 2 ∗ t 

´ 
= 

´

´
0 (t − τ´ )2τ dτ 

´ 
= 

´

´
0 (t

2τ − 2
− 
tτ 2 + 

− 

τ 3) dτ = 
2 t

4
3 t

4 + 
4 t

4 = 
12 t

4� 
t t 1 1 1 

− 
t ∗ t2 = (t − τ)τ 2 dτ = (tτ 2 − τ 3) dτ = t4 t4 = t4�

0 0 3 4 12 

��� ��� t ∗ t = t
(t − τ )τ dτ = t

(tτ − τ 2) dτ = 1 t3 1 t3 = 1 t3�
0 0 2 3 6 

��� (t∗t)∗t = 1 t
(t−τ )3τ dτ = 1 t

(t3−3t2τ +3tτ 2−τ 3)τ dτ = 1 (1 3 + 3 1 )t5 = 1 t5�
6 0 ´ 6 0 6 2 − 

3 4 − 
5 120 

t 1 1 1����� t ∗ (t ∗ t) = 1
6 0 (t − τ)τ 3 dτ = 

6 (
1
4 − 

5 )t
5 = 

120 t
5� 
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