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F }ï\iI ciI MaI F àï\iI ciI Ma ïN;åba 

nM nM 

P¢_U ïN;NXa ëíf ïN;Nña2 Ä† 8†9 ^â Aí9†8¢ë9A_í2 

\f F 
L[y 

−TωN 

u 

1 i u 

ñ[N 

Lρ 

ú 
ô_ov [ïci i |a 
ô_ov [|ú 

T[\i−TωM 

F −L[y 

ωN 
1 i 

ñ[N 

Lρ 
ô_ov [ïci i |a 
ô_ov [| 

oAíï[\i − ωMa ïN;åùa 

u ú 
ïN;åja 

c f F 
L[y 

ωN 
1 i u 

ñ[N 

Lρ ú 

oAív [ïci i |a 
ô_ov [| 

T[\i−TωM 

F 
L[y 

ωN 
1 i 

ñ[N 

Lρ 
oAív [ïci i |a 
ô_ov [| 

ô_oï[\i − ωMa ïN;å3a 

ïN;XEa 

k†99Aí8
  u ú ó L[y
F 1 i 

ñ[N ô_ov [ïci i |a 
 ïN;X1a
 

ωN ô_ov [| Lρh
e oAív [ïci i |a 

Ä† 8†9 
\fN fNc
i F 1 ïN;XNa 

óN hN 

èv† õë¢9Aôà† 9¢ë}†ô9_¢â ë9 ëíâ f†õ9v Ao ëí †ààAõo†; =_9v v_¢AV_í9ëà ïUë}_¢a ëíf B†¢9Aôëà 

ïUAí_¢a ëJ†o _m 9v† †ààAõo† f†ô¢†ëo† U_í_9_íAôëààâ Aí f†õ9v; èv† UAí_¢ ëJAo fAUAíAov†o 

9_ V†¢_ ë9 9v† o†ë^†f2 v†íô† 9v† †ààAõo† ô_ààëõo†o 9_ ë v_¢AV_í9ëà àAí† o†8U†í9; óí f††õ 

Äë9†¢2 9v† Uë}_¢ ëíf UAí_¢ ëJ†o ë¢† †gwëà u ú 
L[y ñ[N 

[ci Ió F h F 1 i ïN;Xåa 
ωN Lρ 

9v†¢†m_¢† 9v† _¢^A9o ë¢† ôA¢ôà†o ÄA9v 9v† ¢ëfAwo fAUAíAovAí8 †Jõ_í†í9Aëààâ ÄA9v f†õ9v; 

3
 



  

  

sào_ Ä† ôëí ¢†Ä¢A9† 9v† 9¢ë}†ô9_¢â ëo u ú 
L[y ñ[N ô_ov [ïci i |a 

\f F 
ωN 

1 i oAíïωM− [\ia ïN;XXa 
Lρ ô_ov [| u ú 

f L[y ñ[N oAív [ïci i |a π 
c F 1 i oAíïωM− [\i − a ïN;Xña 

ωN Lρ ô_ov [| N 

dv†í ωM − [\i F E2  \f F E  ëíf  cf F h; s gwë¢9†¢ õ†¢A_f àë9†¢2 ωM − [i F πÄN2 \f F ó 

ëíf cf F E; Y†íô† ëo 9AU† õëoo†o2 9v† õë¢9Aôà† 9¢ëô†o 9v† †ààAõ9Aôëà _¢^A9 Aí 9v† ôà_ôIÄAo† 

fA¢†ô9A_í; 

N;ñ Éí†¢8â ëíf Éí†¢8â 9¢ëíoõ_¢9 

=†í†ë9v ë wíA9 à†í89v _m 9v† m¢†† ow¢mëô†2 9v† 9AU†qëB†¢ë8†f IAí†9Aô †í†¢8â f†íoA9â Ao U E é nρ° ç[ F nc }N i àN ïN;Xba 
N −| 

Äv†¢†ëo 9v† Aío9ëí9ëí†_wo õ_9†í9Aëà †í†¢8â f†íoA9â Ao ï2 t
1 ïnu− n\a 1 1 

çû F ρLζN i ñ F ρLζN i ñ 1 i ζ\ N − 1 F ρLζN i ñζ\ 
N ïN;Xùa 

N n\ N N 

Y†íô† 9v† 9AU†qëB†¢ë8† Ao 

° 1 ñ 
ζ\ 
Nçû F ρLζN i ïN;Xja 

N N 

k†9 wo ¢†Ä¢A9† ïN;NXa ëíf ïN;Nña Aí ïN;Xjar 

} 

à 

F 

F 

| 

ä 
L[y 

ω 

u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

ú 
ô_ov [ïc i |a 
ô_ov [| 

T[\

j 
−TωM 

| 

ä −TL[y 

ω 

u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

ú 
oAív [ïc i |a 
ô_ov [| 

T[\

j 
−TωM 

ïN;X3a 

ïN;ñEa 

èv†í 

° ç[ F 
ρ 
X 

u 
L[y 

ω 

úN u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

úN 
1 

ô_ovN [| 

U E 

−| 
nc 
: 
ô_ovN [ïc i |a i oAívN [ïc i |a 

Z 

F 
ρ 
X 

u 
L[y 

ω 

úN u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

úN 
oAív N[| 

N[ ô_ovN [| 
F 
ρ 
X 

u 
L[y 

ω 

úN u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

úN 
oAív [| 
[ ô_ov [| 

F 
ρLyN 

X 

u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

úN 
L[ 9ëív [| 

ωN 
F 
ρLyN 

X 

u 

1 i 
ñ[N 

Lρ 

ú 

ïN;ñ1a 

1E
 



ëm9†¢ woAí8 9v† fAoõ†¢oA_í ¢†àë9A_í; >í 9v† _9v†¢ vëíf2
 u ú 

° çû F 
ρLyN 

X 
1 i 

ñ[N 

ρL 
ïN;ñNa 

Y†íô† 9v† 9_9ëà †í†¢8â f†íoA9â Ao
 u ú u ú u ú 
ρLyN ñ[N ρLyN [N ρLyN λN 

° ° ° b ç F ç[ i çû F 1 i F 1 i F 1 i ïN;ñåa 
N ρL N [N N λN 

b 

t_9† 9vë9 9v† 9_9ëà †í†¢8â Ao †gwëààâ fABAf†f ^†9Ä††í IAí†9Aô ëíf õ_9†í9Aëà †í†¢8A†o< 9vAo 

Ao ôëàà†f 9v† †gwAõë¢9A9A_í _m †í†¢8â; 

d† à†ëB† A9 ëo ëí †J†¢ôAo† 9_ ov_Ä 9vë9 9v† õ_Ä†¢ QwJ ï¢ë9† _m †í†¢8â QwJa ëô¢_oo ë 

o9ë9A_í \ Ao 

° U E U Enç ° F û} nc − ñζ\ζM F −ρ ΦMΦ\ nc − ñ ζ\ζM F çùL ïN;ñXa 
nM −| −| 

b 

Äv†¢† ùL Ao 9v† oõ††f _m †í†¢8â 9¢ëíoõ_¢9 2 _¢ 9v† 8¢_wõ B†à_ôA9â 

[N 

i å
[N λN 
b 

 
 

 
λN 

i å 
nω ù
e N[|
i F 

ù
e N[| 

i 1 oAív N[| 
ùL F F i
 ïN;ñña
 

[N 

[N 
b  λN  n[ N
 oAív N[|
e N
i 1
 

b 

i å  Nλb 

b 

λN 

P_¢ õw¢† 8¢ëBA9â ÄëB†o2 [Ä[b r 1 o_ 9vë9 

b 

b 

u ú 
ù N[|

ùL F 1 i ïN;ñba 
N oAív N[| 

Äv†¢† 9v† õvëo† B†à_ôA9â Ao R 
L 

ù F 9ëív [| ïN;ñùa 
[ 

óí B†¢â f††õ Äë9†¢ [| E 12 Ä† vëB†  R 
ù 1 L 

ùL F F ïN;ñja 
N N [ 

èv† ov_¢9†¢ 9v† ÄëB†o 9v† oUëàà†¢ 9v† õvëo† ëíf 8¢_wõ B†à_ôA9A†o; óí ovëàà_Ä Äë9†¢ 

[| r 12 2 
ùL F ù F L| ïN;ñ3a 

k_í8 ÄëB†o ë¢† 9v† mëo9†o9 ëíf í_ à_í8†¢ fAoõ†¢oAB†; 

P_¢ ôëõAààë¢âq8¢ëBA9â ÄëB†o ÄA9v [| E 12 Ä†  vëB†  

[N 

[N 

[N 

λN 

 
 

 
λN Ri å 
ù
e ù
e Nπ ρL
e

ùL F F
 I [b F ïN;bEa 
N
 i 1
 N
 λN 

i 1
 λb ñ 
[N 
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Äv†¢† 7 
L ñ[å 

ù F i ïN;b1a 
[ ρ 

t_9† 9vë9 ùL F ù Äv†í [ F [b2 ëíf  

â â
ùL Å ùI Am [ Å [b ïN;bNa 

óí 9v† àAUA9 _m õw¢† ôëõAààë¢â ÄëB†o _m [ E [b2 ùL F åùÄN; P_¢ õw¢† 8¢ëBA9â ÄëB†o 

ùL F ùÄN ëo Aí ïN;ñja; 

å dëB† ¢†oAo9ëíô† _m ë 9Ä_qfAU†íoA_íëà _^o9ëôà† 

á†mr k†ô9w¢† í_9†o _í Tw¢mëô† dëB† Yâf¢_fâíëUAôo èv†_f_¢† è;l; dZ2 zëàAm; óío9;è†ôv; 

so ëí ëõõàAôë9A_í _m 9v† Aím_¢Uë9A_í 8ë9v†¢†f o_ më¢2 à†9 wo †JëUAí† 9v† ÄëB† ¢†oAoq 

9ëíô† _í ë 9Ä_ fAU†íoA_íëà ^_fâ o9†ëfAàâ ëfBëíôAí8 õë¢ëàà†à 9_ 9v† m¢†† ow¢mëô†; k†9 9v† 

^_fâ oõ††f ^† g m¢_U ¢A8v9 9_ à†m9 ëíf 9v† o†ë f†õ9v ^† ô_ío9ëí9; 

Gw† 9_ 9Ä_qfAU†íoA_íëàA9â2 ÄëB†o 8†í†¢ë9†f Uwo9 vëB† ô¢†o9o õë¢ëàà†à 9_ 9v† ëJAo _m 

9v† ^_fâ ïê ëJAoa; sm9†¢ 9v† o9†ëfâ o9ë9† Ao ¢†ëôv†f2 ÄëB†o 9vë9 I††õ wõ ÄA9v 9v† ovAõ 

Uwo9 vëB† 9v† õvëo† B†à_ôA9â †gwëà 9_ 9v† ^_fâ oõ††f; óí 9v† ô__¢fAíë9† oâo9†U ÜJ†f 

_í 9v† ^_fâ2 9v† ÄëB†o ë¢† o9ë9A_íë¢â; z_íoAf†¢ Ü¢o9 ôëõAààë¢â q8¢ëBA9â ÄëB†o Aí f††õ 

Äë9†¢ λ∗ F λÄλb F Rï1a ëíf  [| E 1; Égwë9Aí8  g F ù Ä† 8†9 m¢_U 9v† í_¢UëàAV†f 

fAoõ†¢oA_í ¢†àë9A_í ï t
1 1N F ùN g F λ∗ i ïå;1a∗ ∗ N λ∗ 

Äv†¢† g∗ ≡ gÄùb; Y†íô† 

λN 
∗ − NùN 

∗λ∗ i 1 F E F ïλ∗ − λ∗Çaïλ∗ − λ∗Na 

ÄvAôv ôëí ^† o_àB†f 9_ 8AB†   
λ∗Ç  é 

F ùN ùX 
∗ % ∗ − 1 

nÇÄN 
ïå;Na
 

λ∗N 

ëíf 
1 

λ∗Ç F ïå;åa
λ∗N 

1N 



èvwo2 ëo à_í8 ëo ù∗ F g∗ â 1 9Ä_ ÄëB† 9¢ëAío ë¢† õ¢†o†í9r 9v† à_í8†¢ 8¢ëBA9â ÄëB† 

ÄA9v à†í89v λ∗Ç2 ëíf 9v† ov_¢9†¢ ôëõAààë¢â ÄëB† ÄA9v à†í89v λ∗N; TAíô†  ùLÇ Å ù  F g ëíf 

ùLN â ù  F g 2 ëíf †í†¢8â Uwo9 ^† o†í9 m¢_U 9v† ^_fâ2 9v† à_í8†¢ 8¢ëBA9â ÄëB†o Uwo9 

m_àà_Ä2 ÄvAà† 9v† ov_¢9†¢ ôëõAààë¢â ÄëB†o o9ëâ ëv†ëf _m2 9v† ^_fâ; 

=ëàëíôAí8 9v† õ_Ä†¢ owõõàâ ^â 9v† ^_fâ ëíf 9v† õ_Ä†¢ QwJ Aí ^_9v ÄëB† 9¢ëAío2 Ä† 

8†9 

° ° éù F ïù− ùLÇaçÇ i ïùLN − ùaçN ïå;Xa 

á†ôëààAí8 9vë9 
ùL 1 λN 

∗ i å  
F 

ù N λ∗ 
N i 1 

Ä† Üíf2 u ú 
ùL 1 N 1 1Äλ∗ 1 1Äλ∗ 

1 − F 1 − 1 i F − F − 
ù N λN ∗ i 1 N λ∗ i 1Äλ∗ N NùN 

P_¢ 9v† à_í8†¢ ÄëB† Ä† ¢†õàëô† ùLÄù ^â ùL∗ÇÄù∗ ëíf λ∗ ^â λ∗Ç Aí 9v† õ¢†ô†fAí8 

†gwë9A_í2 ëíf wo† ïå;Na2 âA†àfAí8 

éùL∗Ç 
nÇÄN 

1 − 
ù∗ 

F 1 − ù∗
−X ïå;ña 

TAUAàë¢àâ Ä† ôëí ov_Ä 9vë9 

éùL∗N 
nÇÄN ùL∗Ç− 1 F 1 − ù−X F 1 − ïå;ba

ù∗ ∗ ù∗ 

TAíô† u ú u ú 

° ρLyÇ
N 1 ρLyN 1 1 

çÇ F 1 i F Ç λ∗Ç i F ρLyNÇλ∗Nù∗
NI ïå;ùa

N λ∗Ç
N N λ∗Ç λ∗Ç 

Ä† 8†9 Üíëààâ 

é n é n 
N N N N X ÇÄNé F 

1 
N 
ρL λ∗NyÇ i λ∗ÇyN ïù

X 
∗ − 1aÇÄN F 

1 
N 
ρL λ∗NyÇ i λ∗ÇyN ïg∗ − 1a ïå;ja 

t_9† 9vë9 Äv†í g∗ F 12 9v† 9Ä_ ÄëB†o ^†ô_U† 9v† oëU†< í_ õ_Ä†¢ Aíõw9 m¢_U 9v† ^_fâ 

Ao í††f†f 9_ UëAí9ëAí 9v† oAí8à† AíÜíA9† 9¢ëAí _m ÄëB†o< 9v† ÄëB† ¢†oAo9ëíô† BëíAov†o; 

dv†í g∗ Å 12 í_ ÄëB†o ë¢† 8†í†¢ë9†f< 9v† fAo9w¢^ëíô† Ao õw¢†àâ à_ôëà ëíf 9v†¢† Ao 

ëào_ í_ ÄëB† ¢†oAo9ëíô†; è_ 8†9 9v† Uë8íA9wf† _m é _í† Uwo9 o_àB†  9v† ^_wífë¢â  Bëàw†  

õ¢_^à†U m_¢ 9v† ÄëB† ëUõàA9wf†o yÇI yN ÄvAôv ë¢† ëff†ô9†f ^â 9v† oAV† ï¢†àë9AB† 9_ 9v† 

ÄëB†à†í89voa2 ovëõ† ëíf f†õ9v _m ow^U†¢8†íô†; 

1å
 



 

0 

0.25 

0.5 

0.75 

1R 

U =U/cm 

ρgA /42 

λ/h= 

1 
3 

∞ 

/h=0 λ 2 

0 0.25 0.5 0.75 1 *

PA8w¢† år G†õ†íf†íô† _m ÄëB† ¢†oAo9ëíô† _í oõ††f m_¢ õw¢† 8¢ëBA9â ÄëB†o 

dv†í 9v† oõ††f Ao owffiôA†í9àâ vA8v2 õw¢† 8¢ëBA9â ÄëB†o ë¢† 8†í†¢ë9†f ^†vAíf 9v† 

^_fâ; |_Ä†¢ ^ëàëíô† 9v†í ¢†gwA¢†o 9vë9 u úï t
ùL ρLyN 1 [|° é F 1 − ç F − ïå;3a 
g N N oAív N[| 

èv† ÄëB†à†í89v 8†í†¢ë9†f ^â 9v† U_BAí8 ^_fâ Ao 8AB†í AUõàAôA9àâ ^â u úÇÄN 
g 9ëív [|√ F ïå;1Ea 
L| [| 

√ √ 
dv†í g ≈ L| 9v† ÄëB†o 8†í†¢ë9†f ë¢† B†¢â à_í82 [| r 12 ùL → ù F L|2 ëíf  9v†  

√ 
ÄëB† ¢†oAo9ëíô† f¢_õo 9_ V†¢_; dv†í g r L|2 9v† ÄëB†o ë¢† B†¢â ov_¢92 [| E 12 

ρLyN 

é ≈ ïå;11a 
X 

P_¢ Aí9†¢U†fAë9† oõ††fo 9v† f†õ†íf†íô† _m ÄëB† ¢†oAo9ëíô† _í oõ††f Ao õà_99†f Aí Ü8w¢† 

ïåa; 

X të¢¢_Äq^ëíf†f fAoõ†¢oAB† ÄëB†o Aí 8†í†¢ëà 

óí 9vAo o†ô9A_í à†9 wo fAoôwoo 9v† owõ†¢õ_oA9A_í _m õ¢_8¢†ooAB† oAíwo_Afëà ÄëB†o ÄA9v 9v† 

ëUõàA9wf†o oõ¢†ëf _B†¢ ë íë¢¢_Ä oõ†ô9¢wU _m ÄëB† íwU^†¢o U ∞ U ∞ 
T[\−TωMn[ζï\I Ma F  Lwï[aL ô_oï[\− ωM− θyan[ F | wï[a ïX;1a 

E E 

1X
 



  

 

 

 

 

Äv†¢†wï[a Ao ô_Uõà†J f†í_9†o 9v† fAU†íoA_íà†oo ëUõàA9wf† oõ†ô9¢wU _m fAU†íoA_í 

ïà†í89vaN; èv† ô_Uõ_í†í9 ÄëB†o ë¢† fAoõ†¢oAB† ÄA9v ë 8†í†¢ëà í_íàAí†ë¢ ¢†àë9A_í ωï[a; 

k†9 wï[a ^†  fAff†¢†í9 m¢_U V†¢_ _íàâ ÄA9vAí ë íë¢¢_Ä ^ëíf _m ÄëB† íwU^†¢o ô†í9†¢†f ë9 

[i; èvwo 9v† Aí9†8¢ëíf Ao _m oA8íAÜôëíô† _íàâ Aí ë oUëàà í†A8v^_¢v__f _m [i; d†  9v†í  

ëõõ¢_JAUë9† 9v† Aí9†8¢ëà ^â †JõëífAí8 m_¢ oUëàà ∆[ F [ − [i ëíf f†í_9† ωi F ωï[ia2 

ωi 
f F ωfï[ia2 ëíf ωi 

ff F ωffï[ia2 c U ∞ â
 
T[i\−TωiM
ζ F | wï[a T∆[\−Tïω−ωiaMn[ 

E c U ∞ ∙ ï t zâ
1T[i\−TωiM ωf ωff NF | n[wï[a †Jõ  T∆[\ − T i∆[ i i ï∆[a M i k k k  

E NH -
T[i\−TωiMF | yï\I Ma ïX;Na 

Äv†¢† U ∞ ∙ ï t z 

ωff N yï\I Ma F  n[wï[a †Jõ  T∆[\ − T ωf ∆[ i 
1 

ï∆[a M i k k k  ïX;åa 
E 

i N i

sà9v_w8v 9v† Aí9†8¢ë9A_í Ao m_¢Uëààâ †J9†ífo m¢_U E 9_ ∞2 9v†  †ff†ô9AB† ¢ëí8† Ao _íàâ 

m¢_U [i − ï∆[ab 9_ [i i ï∆[ab2 A2;†;2 9v† 9_9ëà ¢ëí8† Ao Rïï∆[aba2 Äv†¢† ï∆[ab Ao 9v† 

^ëífÄAf9v; èvwo 9v† 9_9ëà ÄëB† Ao ëàU_o9 ë oAíwo_Afëà ÄëB†9¢ëAí ÄA9v m¢†gw†íôâ ωi ëíf 

ÄëB† íwU^†¢ [i2 ëíf ëUõàA9wf† yï\I Ma Äv_o† à_ôëà Bëàw† Ao oà_Äàâ Bë¢âAí8 Aí oõëô† ëíf 

9AU†; yï\I Ma Ao ëào_ ôëàà†f 9v† †íB†à_õ†; Y_Ä oà_Ä Ao A9o Bë¢Aë9A_íO 

óm Ä† A8í_¢† 9†¢Uo _m ï∆[aN Aí 9v† Aí9†8¢ëíf2 ïX;åa ¢†fwô†o 9_ U ∞ 
yï\I Ma F  n[wï[a †Jõ  [T∆[ï\ − ωi

f Mae ïX;Xa 
E 

zà†ë¢àâ y F yï\ − ωi
f Ma; èvwo 9v† †íB†à_õ† A9o†àm Ao ë ÄëB† 9¢ëB†àAí8 ë9 9v† oõ††f ωi

f ; 

èvAo oõ††f Ao ôëàà†f 9v† 8¢_wõ B†à_ôA9â2 ÉÉnω ÉùLï[ia F  É ïX;ña
n[ É 

[i 

t_9† 9vë9 9v† ôvë¢ëô9†¢Ao9Aô à†í89v ëíf 9AU† oôëà†o ë¢† ï∆[ba
−Ç ëíf ïωi

f ∆[ba
−Ç ¢†oõ†ôq 

9AB†àâ2 9v†¢†m_¢† Uwôv à_í8†¢ 9vëí 9v_o† _m 9v† ô_Uõ_í†í9 ÄëB†o r [i 
−Ç ëíf ωi 

−Ç; óí  _9v†¢  

Ä_¢fo2 ïX;åa Ao ëf†gwë9† m_¢ 9v† oà_Ä Bë¢Aë9A_í _m y Aí 9v† oõë9Aëà ¢ëí8† _m ∆[b \ F Rï1a 

ëíf 9v† 9AU† ¢ëí8† _m ωi
f ∆[b M F Rï1a; 

so ë oõ†ôAÜô †JëUõà† Ä† à†9 9v† ëUõàA9wf† oõ†ô9¢wU ^† ë ¢†ëà ô_ío9ëí9 ÄA9vAí 9v† 

íë¢¢_Ä ^ëíf _m [i − κI [i i κ2 U [iiκ 
ζ F w T[\−Tωï[aMn[I κ r [i ïX;ba 

[i−κ 

1ñ
 



  

 

A
 

gx-c t 
π/κ 

PA8w¢† Xr ÉíB†à_õ† _m ÄëB†o ÄA9v ë ¢†ô9ëí8wàë¢ ^ëíf _m ÄëB†íwU^†¢o 

9v†í U κ 
T[i\−TωiMζ F [iw nξ T[iξï\−ùL Ma i k k k  

−κ 

Nw oAí κï\ − ùLMa T[i\−TωiMF T[i\−TωiM F y ïX;ùa
\ − ùLM 

Äv†¢† ξ F [ − [iÄ[i ëíf 
Nw oAí κï\ − ùLMa 

y F ïX;ja
ï\ − ùLMa 

ëo õà_99†f Aí Ü8w¢† ïXa; 

=â fAff†¢†í9Aë9A_í2 A9 ôëí ^† B†¢AÜ†f 9vë9 

∂y ∂y
i ùL F EI ïX;3a

∂M ∂\ 

4wà9AõàâAí8 ïX;3a ^â y ∗2 
∗ ∂y ∗ ∂y 

y i ùLy F EI 
∂M ∂\ 

ëíf ëffAí8 9v† ¢†owà9 9_ A9o ô_Uõà†J ô_í}w8ë9†2 

∂y ∗ ∂y ∗ 

y i ùLy F EI 
∂M ∂\ 

Ä† 8†9 
∂LyLN ∂LyLN 

i ùL F E  ïX;1Ea 
∂M ∂\ 

1b
 



 

 

 

d† vëB† o††í 9vë9 m_¢ ë U_í_ôv¢_Uë9Aô ÄëB† 9¢ëAí 9v† †í†¢8â f†íoA9â Ao õ¢_õ_¢9A_íëà 

9_ LyLN; èvwo 9v† 9AU† ¢ë9† _m ôvëí8† _m 9v† à_ôëà †í†¢8â f†íoA9â Ao ^ëàëíô†f ^â 9v† í†9 

QwJ _m †í†¢8â ^â 9v† 8¢_wõ B†à_ôA9â; 

t_Ä à†9 wo †JëUAí† 9v† U_¢† ëôôw¢ë9† ëõõ¢_JAUë9A_í ïX;åa; =â o9¢ëA8v9m_¢Äë¢f 

fAff†¢†í9Aë9A_í2 Ä† Üíf 

∂y 

∂M 
F 

U ∞ 

E 

{
−Tωfï[ia∆[ − 

Tωffï[ia 
N 

ï∆[a N 

¢ 

wï[a T`n[ 
∂y 

∂\ 
F 

U ∞ 

E 
ïT∆[awï[a T`n[ 

∂Ny 

∂\N 
F 

U ∞ 

E 

é 
−ï∆[a N 

n 
wï[a T`n[ 

Äv†¢† 

` F ∆[ \  − ωf i∆[ M  − 
1 
N 
ωff i ï∆[a N M ïX;11a 

Ao 9v† õvëo† mwíô9A_í; ó9 ôëí ^† †ëoAàâ B†¢AÜ†f 9vë9 

∂y 

∂M 
i ωf i 

∂y 

∂\ 
F 

Tωff i 
N 
∂Ny 

∂\N 
ïX;1Na 

=â I††õAí8 9v† gwëf¢ë9Aô 9†¢U Aí 9v† †JõëíoA_í2 ïX;1Na Ao í_Ä BëàAf m_¢ ë àë¢8†¢ oõë9Aëà 

¢ëí8† _m ï∆[aN\ F Rï1a; óí 9v† ô__¢fAíë9† oâo9†U U_BAí8 ë9 9v† 8¢_wõ B†à_ôA9â2 ξ F 

\ − ùLMI τ F M2 Ä† †ëoAàâ Üíf 

∂yïξI τa ∂y ∂y ∂yïξI τ a ∂y
F − ùL I F 

∂M ∂τ ∂ξ ∂\ ∂\ 

o_ 9vë9 ïX;1Na oAUõàAÜ†o 9_ 9v† Tôv¢x_fAí8†¢ †gwë9A_ír 

Tωff∂y i ∂
Ny

F ïX;1åa 
∂τ N ∂ξN 

=â UëíAõwàë9A_ío oAUAàë¢ 9_ 9v_o† à†ëfAí8 9_ ïX;1Ea2 Ä† 8†9 u ú 
Tωff ∗∂LyLN 

i ∂ ∗ ∂y ∂y
F y − y ïX;1Xa 

∂τ N ∂ξ ∂ξ ∂ξ 

èvwo 9v† à_ôëà †í†¢8â f†íoA9â Ao í_9 ô_ío†¢B†f _B†¢ ë à_í8 fAo9ëíô† _m õ¢_õë8ë9A_í; 

YA8v†¢ _¢f†¢ †ff†ô9o _m fAoõ†¢oA_í ¢†fAo9¢A^w9† †í†¢8â 9_ _9v†¢ õë¢9o _m 9v† †íB†à_õ†; 

P_¢ †A9v†¢ ë ÄëB† õëôI†9 Äv_o† †íB†à_õ† vëo ë ÜíA9† à†í89v ï yï%∞a F Ea2 _¢ m_¢ ë 

õ†¢A_fAôëààâ U_fwàë9†f †íB†à_õ† ïyï\a F  yï\ i raa2 Ä† ôëí Aí9†8¢ë9† ïX;1Xa 9_ 8AB† U∂ LyLN nξ F E  ïX;1ña 
∂τ 

Äv†¢† 9v†  Aí9†8¢ë9A_í †J9†ífo  _B†¢  9v† †í9A¢† ÄëB† õëôI†9 _¢  9v†  8¢_wõ õ†¢A_f;  èvwo  

9v† 9_9ëà †í†¢8â Aí 9v† †í9A¢† ÄëB† õëôI†9 _¢ Aí ë 8¢_wõ õ†¢A_f Ao ô_ío†¢B†f; 

1ù
 



 

  

ñ	 áëfAë9A_í _m ow¢mëô† ÄëB†o m_¢ô†f ^â ëí _oôAààë9Aí8 

õ¢†oow¢† 

d† f†U_ío9¢ë9† 9v† ¢†ëo_íAí8 ÄvAôv Ao 9âõAôëà Aí Uëíâ oAUAàë¢ ¢ëfAë9A_í õ¢_^à†Uo; 

èv† 8_B†¢íAí8 †gwë9A_ío ë¢† 

∇Nφ F φ\\ i φêê F EI −∞ Å c Å EP ïñ;1a 

ÄA9v 9v† IAí†Uë9Aô ^_wífë¢â ô_ífA9A_í 

φc F ζMI c F E  ïñ;Na  

ëíf 9v† fâíëUAô ^_wífë¢â ô_ífA9A_í 

ûó 
i φM i Lζ F E 	  ïñ;åa  

ρ 

Äv†¢† ûó Ao 9v† õ¢†oô¢A^†f ëA¢ õ¢†oow¢†; ÉàAUAíë9Aí8 9v† m¢†† ow¢mëô† fAoõàëô†U†í9 Ä† 

8†9 
ïûóaM

φMM i Lφc F − I c F EP	e ïñ;Xa
ρ 

k†9 wo ô_íoAf†¢ _íàâ oAíwo_Afëà 9AU† f†õ†íf†íô†r 

ûó F Ü ï\a −TωM ïñ;ña 

ëíf ëoowU† 

φï\I cI Ma F  Φï\I ca −TωMI ζï\I Ma F  ηï\a −TωM ïñ;ba 

9v†í 9v† 8_B†¢íAí8 †gwë9A_ío ^†ô_U† 

∇NΦ F Φ\\ i Φêê F EI −∞ Å c Å EP ïñ;ùa 

Φc F −TωηI c F E  ïñ;ja  

ëíf 
ωN Tω 

Φc − Φ F Ü ï\aI c F EP	e ïñ;3a
L	e ρL 

G†Üí† 9v† P_w¢A†¢ 9¢ëíom_¢U ëíf A9o AíB†¢o† ^â
 U ∞	 U ∞ 
° tïαa F  n\ tï\aI tï\a F  

1 
nα t°ïαaI	e ïñ;1Ea 

−∞	 Nπ −∞ 

1j
 



  

   

  

 

  

d† 9v†í 8†9 9v† 9¢ëíom_¢Uo _m ïñ;1a ëíf  ïñ;Xa 
  

° − αN ° Φcc Φ F EI c Å  E 	  ïñ;11a 

ow^}†ô9 9_ 
ωN Tω° ° °Φc − Φ F Ü I  c  F EP	e ïñ;1Na 
L ρL 

èv† o_àw9A_í ÜíA9† ë9 c ∼ −∞ m_¢ ëàà α Ao 

° LαLcΦ F y 

è_ oë9Aomâ 9v† m¢†† ow¢mëô† ô_ífA9A_í 

ωN TωÜ°LαLy − y F 
L ρL 

v†íô† 
TωÜ°

y F ρL 

LαL − ωNÄL 
_¢ 

U ∞	 TωÜ°
1 Tα\ LαLc ρLΦ F nα 
Nπ −∞ LαL − ωNÄL U ∞ U ∞Tω 1	 1Tα\ LαLc −Tα\f F nα n\f Ü ï\f a I 
ρL	eNπ −∞ −∞ LαL − ωNÄLU ∞ U ∞Tω 1	 1Tαï\−\fa LαLcF n\f Ü ï\f a nα	 ïñ;1åa 
ρL −∞ Nπ −∞	 LαL − ωNÄL 

k†9 
ωN 

[ F	 ïñ;1Xa 
L 

Ä† ôëí ¢†Ä¢A9† ïñ;1åa ëo U ∞ U ∞Tω	 1 αc ô_oïαï\ − \faa 
Φ F n\f Ü ï\f a nα	 ïñ;1ña 

ρL −∞ π E α − [ 

èv† Üíëà m_¢Uëà o_àw9A_í Ao  U ∞ U ∞Tω	 1 ô_oïαï\ − \faa−TωM	e αcφ F n\f Ü ï\f a nα	 ïñ;1ba 
ρL −∞ π E α − [ 

óm Ä† ôv_o† 

Ü ï\fa F  Üiδï\
f a 	  ïñ;1ùa 
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9v†í
 U ∞TωÜi 1 αc ô_oïα\a Φ → êï\I ca F  nα ïñ;1ja
ρL π E α − [ 

Ao ôà†ë¢àâ 9v† ¢†oõ_ío† 9_ ë ô_íô†í9¢ë9†f ow¢mëô† õ¢†oow¢† ëíf 9v† ¢†oõ_ío† 9_ ë õ¢†oow¢† 

fAo9¢A^w9A_í ïñ;1ba ôëí ^† Ä¢A99†í ëo ë owõ†¢õ_oA9A_í _m ô_íô†í9¢ë9†f à_ëfo _B†¢ 9v† m¢†† 

ow¢mëô†2 U ∞ 
φ F n\f Ü ï\f aíï\ − \fI caP ïñ;13a 

−∞ 

Äv†¢† 

íï\I cI Ma F  
TωÜi 

ρL 
−TωM 1 

π 

U ∞ 

E 
nα αc 

ô_oïα\a 
α − [ 

ïñ;NEa 

óí 9v†o† ¢†owà9o2 †;8;2 ïñ;NEa2 9v† P_w¢A†¢ Aí9†8¢ëà Ao o_ më¢ wíf†Üí†f oAíô† 9v† Aí9†8¢ëíf 

vëo ë ¢†ëà õ_à† ë9 α F [ ÄvAôv Ao _í 9v† õë9v _m Aí9†8¢ë9A_í; è_ UëI† A9 Uë9v†Uë9Aôëààâ 

f†Üí†f Ä† ôëí ôv_o† 9v† õ¢AíôAõëà Bëàw†2 f†m_¢U 9v† ô_í9_w¢ m¢_U ^†à_Ä _¢ m¢_U ë^_B† 

9v† õ_à† ëo ov_Äí Aí Ü8w¢† ïña; èvAo Aíf†ÜíA9†í†oo Ao fw† 9_ 9v† ëoowUõ9A_í _m gwëoA 

PA8w¢† ñr |_ooA^à† õë9vo _m Aí9†8¢ë9A_í 

o9†ëfâ o9ë9† Äv†¢† 9v† AíQw†íô† _m 9v† AíA9Aëà ô_ífA9A_í Ao í_ à_í8†¢ 9¢ëô†ë^à†; d† Uwo9 

í_Ä AUõ_o† 9v† ¢ëfAë9A_í ô_ífA9A_í 9vë9 ÄëB†o Uwo9 ^† _w98_Aí8 ëo \ → ∞; èvAo  

ô_ífA9A_í ôëí _íàâ ^† oë9AoÜ†f Am Ä† f†m_¢U 9v† ô_í9_w¢ m¢_U ^†à_Ä; G†í_9Aí8 9vAo 

ô_í9_w¢ ^â Γ2 Ä† í_Ä UëíAõwàë9† 9v† Aí9†8¢ëà 9_ †JvA^A9 9v† ^†vëBA_¢ ë9 AíÜíA9â2 ëíf 9_ 

B†¢Amâ 9v† ôv_Aô† _m õë9v; P_¢ oAUõàAôA9â Ä† m_ôwo ë99†í9A_í _í ê; Gw† 9_ oâUU†9¢â2 A9 
owffiô†o 9_ ô_íoAf†¢ \ â  E; á†Ä¢A9Aí82 

TωÜi 1 
íï\I cI Ma F  −TωM ïôÇ i ôNa 

ρL Nπ { ¢ 
Tα\ −Tα\TωÜi 1 U 

−TωM αcF nα i ïñ;N1a 
ρL Nπ Γ α − [ α − [ 

z_íoAf†¢ 9v† Ü¢o9 Aí9†8¢ëà Aí ïñ;N1a; óí _¢f†¢ 9vë9 9v† Ü¢o9 Aí9†8¢ëà ô_íB†¢8†o m_¢ 

àë¢8† LαL2 Ä† ôà_o† 9v† ô_í9_w¢ ^â ë àë¢8† ôA¢ôwàë¢ ë¢ô Aí 9v† wõõ†¢ vëàm õàëí†2 ëo ov_Äí 

Aí Ü8w¢† ïba2 Äv†¢† Qα â E ëà_í8 9v† ë¢ô; èv† 9†¢U 

Tα\ F T|α\ −Qα\ 

NE
 



  

        

  

 

  

PA8w¢† br zà_o†f ô_í9_w¢ Aí 9v† wõõ†¢ vëàm õàëí†
 

PA8w¢† ùr zà_o†f ô_í9_w¢ Aí 9v† à_Ä†¢ vëàm õàëí† 

Ao †Jõ_í†í9Aëààâ oUëàà m_¢ õ_oA9AB† J; TAUAàë¢àâ2 m_¢ 9v† o†ô_íf Aí9†8¢ëà Ä† Uwo9 ôv_o† 

9v† ô_í9_w¢ ^â ë àë¢8† ôA¢ôwàë¢ ë¢ô Aí 9v† à_Ä†¢ vëàm õàëí† ëo ov_Äí Aí Ü8w¢† ïùa; 

=ëôI 9_ 9v† Ü¢o9 Aí9†8¢ëà Aí ïñ;N1a U Tα\ αc 

ôÇ F 
Γ 
nα 
α − [ 

ïñ;NNa 

èv† ô_í9_w¢ Aí9†8¢ëà Ao J Tα\ αc U Tα\ αc U Tα\ αc U E Tα\ αc 

nα F nα i nα i nα 
α − [ Γ α − [U E 

Ö α − [ 
Tα\ αc 

T∞ α − [ 

F ôÇ i E i  
T∞ 

nα 
α − [ 

èv† ô_í9¢A^w9A_í ^â 9v† ôA¢ôwàë¢ ë¢ô Ö BëíAov†o ^â c_¢fëíWo à†UUë; èv† à†m9 vëíf oAf† 

Ao 

rf` F NπT T[\ [c ïñ;Nåa 

^â zëwôvâWo ¢†oAfw† 9v†_¢†U; =â 9v† ôvëí8† _m Bë¢Aë^à† α F Tβ2 9v† ¢A8v9 vëíf oAf† 

^†ô_U†o U E −β\ Tβc 

éf` F ôÇ i T nβ 
∞ Tβ − [ 

N1
 



 
  

  

    

  

 
  

 
 

  

   
 

Y†íô†
 U ∞ −β\ Tβc 
ôÇ F NπT 

T[\ [c i T 
E 

nβ 
Tβ − [ 

ïñ;NXa 

t_Ä ô_íoAf†¢ ôN U −Tα\ αc 

ôN F 
Γ 
nα 

α − [ 
ïñ;Nña 

ëíf 9v† ô_í9_w¢ Aí9†8¢ëà ëà_í8 9v† ô_í9_w¢ ôà_o†f Aí 9v† à_Ä†¢ vëàm õàëí†2 J −Tα\ αc U ∞ −Tα\ αc 

− nα 
α − [ 

F ôN i E i  
E 

nα 
α − [ 

s8ëAí í_ ô_í9¢A^w9A_í ô_U†o m¢_U 9v† ôA¢ôwàë¢ ë¢ô Ö; t_Ä 9v† õ_à† Ao _w9oAf† 9v† 

ô_í9_w¢ v†íô† rf` F E;  k†9  α F −Tβ Aí 9v† àëo9 Aí9†8¢ëà Ä† 8†9 

U ∞ −β\ −Tβê 

ôN F −T nβ ïñ;Nba 
E −Tβ − [ 

sffAí8 9v† ¢†owà9o ïñ;NXa ëíf ïñ;Nba;2 u úU ∞ T −β\ Tβc 

ôÇ i ôN F NπT 
T[\ [c i 

T −β\ −Tβc 

nβ − 
E Tβ − [ −Tβ − [ U ∞ −β\ 

F NπT T[\ [c i N  nβ ïβ ô_o βê i [ oAí βêa ïñ;Nùa 
βN i [NE 

PAíëààâ2 9v† 9_9ëà õ_9†í9Aëà Ao ï t
ω 1−TωM −TωMíï\I cI Ma F  − ïôÇ i ôNa 
ρL NπT ä jU ∞ −β\ω 1−TωM T[\ [c iF − nβ ïβ ô_o βê i [ oAí βêa ïñ;Nja 

ρL π E βN i [N 

èv† Ü¢o9 9†¢U 8AB†o ëí _w98_Aí8 ÄëB†o; P_¢ ë ô_íô†í9¢ë9†f à_ëf ÄA9v ëUõàA9wf† 

Üi2 9v† fAoõàëô†U†í9 ëUõàA9wf† Ao ÜiÄρL; èv† Aí9†8¢ëà ë^_B† ¢†õ¢†o†í9 à_ôëà †ff†ô9o 

AUõ_¢9ëí9 _íàâ í†ë¢ 9v† ëõõàA†f õ¢†oow¢†; óm 9v† ô_íô†í9¢ë9†f à_ëf Ao ë9 \ F \f2 _í†  

oAUõàâ ¢†õàëô†o \ ̂ â \ − \f †B†¢âÄv†¢†; 

b èv† û†àBAí õë99†¢í _m ovAõ ÄëB† 

èv† ëô9A_í _m 9v† ovAõWo õ¢_õ†àà†¢ 

Yëo ë 9v¢wo9 õë99†¢í 

è_ ÄvAôv 9v† ovAõ ¢†ëô9o ^â U_BAí8 m_¢Äë¢f2 

NN
 



dvAôv ëào_ ¢†owà9o o†ô_ífë¢Aàâ2
 

óí 9v† ovAõWo ^_Ä †à†Bë9†f ÄëB†o2
 

síf A9o f†õ¢†oo†f 9¢ëíoB†¢o† o9†¢í ÄëB†2
 

dvAôv ÄëB† fAo9w¢^ëíô†o _m 9v† Äë9†¢
 

s¢† o†õë¢ë9† m¢_U 9v† õ¢_õ†àà†¢Wo 9v¢wo9 ÄëB†o;
 

ìá;=wôIUAío9†¢ Pwàà†¢2 óí9wA9A_íq 4†9ëõvâoAôëà 4_oëAô; 13ùN; 

−−−−−−−−−−−−−−−  

síâ_í† QâAí8 _B†¢ ë U_BAí8 ovAõ Uwo9 ^† Aí9¢A8w†f ^â 9v† ^†ëw9Amwà õë99†¢í Aí 9v† 

ovAõWo ÄëI†; èv† 9v†_¢â ^†vAíf A9 Äëo Ü¢o9 ô_Uõà†9†f ^â k_¢f û†àBAí2 Äv_ AíB†í9†f 

9v† U†9v_f _m o9ë9A_íë¢â õvëo† m_¢ 9v† 9ëoI; Y†¢† Ä† ovëàà 8AB† ë õvâoAôëày8†_U†9¢Aôëà 

f†¢ABë9A_í _m 9v† I†â ¢†owà9o ïà†ô9w¢† í_9†o ^â è; l; dw2 zëà9†ôva; 

z_íoAf†¢ Ü¢o9 9Ä_ ô__¢fAíë9† oâo9†Uo; èv† Ü¢o9 ¢ F ï\I êI ca U_B†o ÄA9v ovAõ ë9 9v† 

wíAm_¢U v_¢AV_í9ëà B†à_ôA9â Z; èv† o†ô_íf ¢f F ï\fI êfI ca Ao  ÜJ†f _í †ë¢9v o_ 9vë9 Äë9†¢ 

Ao o9ë9A_íë¢â ÄvAà† 9v† ovAõ õëoo†o ^â ë9 9v† B†à_ôA9â Z; èv†  9Ä_  oâo9†Uo  ë¢†  ¢†àë9†f  ̂â  

9v† éëàAà†ëí 9¢ëíom_¢Uë9A_í2 

¢f F ¢ i ZM	e ïb;N3a 

s 9¢ëAí _m oAUõà† vë¢U_íAô õ¢_8¢†ooAB† ÄëB† 

ζ F |yy †Jõ[TïI k ¢f − ωMaeá	 ïb;åEa 

Aí 9v† U_BAí8 ô__¢fAíë9†o ov_wàf ^† †Jõ¢†oo†f ëo 

ζ	 F |yy †Jõ[TI k ï¢ −ZMa − TωMeá F |yy †Jõ[TI k ¢ − Tïω − IPZaMeá 
F |yy †Jõ[TI k ¢ − TσMeá ïb;å1a 

Aí 9v† o9ë9A_íë¢â ô__¢fAíë9†o; èv†¢†m_¢† 9v† ëõõë¢†í9 m¢†gw†íôâ Aí 9v† U_BAí8 ô__¢fAq 

íë9†o Ao 

σ F ω − I kZ	 ïb;åNa 

èv† àëo9 ¢†owà9 Ao †oo†í9Aëààâ 9v† mëU_wo G_õõà†¢Wo †ff†ô9; è_ ë o9ë9A_íë¢â _^o†¢B†¢2 9v† 

ÄvAo9à† m¢_U ëí ëõõ¢_ëôvAí8 9¢ëAí vëo ëí Aíô¢†ëoAí8àâ vA8v õA9ôv2 ÄvAà† 9vë9 m¢_U ë 

à†ëBAí8 9¢ëAí vëo ë f†ô¢†ëoAí8 õA9ôv; 

Nå
 



PA8w¢† jr dëB†o ¢ëfAë9†f m¢_U fAo9w¢^†f QwAf õë¢ô†à 

óm ë ovAõ U_B†o Aí B†¢â f††õ Äë9†¢ ë9 9v† ô_ío9ëí9 oõ††f −Z Aí o9ë9A_íë¢â Äë9†¢2 

9v†í ¢†àë9AB† 9_ 9v† ovAõ2 Äë9†¢ ëõõ†ë¢o 9_ ^† Äëov†f f_Äío9¢†ëU ë9 9v† B†à_ôA9â Z; 

s o9ë9A_íë¢â ÄëB† õë99†¢í Ao m_¢U†f Aí 9v† ÄëI†; >íô† fAo9w¢^†f ^â 9v† õëooAí8 ovAõ2 

ë QwAf õë¢ô†à _í 9v† ovAõWo õë9v ¢ëfAë9†o ÄëB†o Aí ëàà fA¢†ô9A_ío ëíf ë9 ëàà m¢†gw†íôA†o; 

dëB† _m m¢†gw†íôâ ω oõ¢†ëfo _w9 ¢ëfAëààâ ë9 9v† õvëo† oõ††f _m ù F LÄω ëôô_¢fAí8 9_ 

9v† fAoõ†¢oA_í ¢†àë9A_í; >íàâ 9v_o† õë¢9o _m 9v† ÄëB†o 9vë9 ë¢† o9ë9A_íë¢â ¢†àë9AB† 9_ 9v† 

ovAõ ÄAàà m_¢U 9v† ovAõ ÄëI†2 ëíf 9v†â Uwo9 oë9Aomâ 9v† ô_ífA9A_í 

σ F EI ïb;ååa 

A;†;2 
ω I 
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